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考虑涂抹区压缩及渗透系数变化的堆载预压固结解 

许  波 1, 2, 3，雷国辉 1, 2，郑  强 1, 2，刘加才 4 
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3. 香港华艺设计顾问（深圳）有限公司南京分公司，南京 210037；4. 南京工业大学 交通科学与工程学院，南京 210009） 
 

摘  要：为评估涂抹区土体压缩和渗透系数变化对含竖向排水体地基固结的影响，采用等体积应变假设，考虑涂抹区土体的

压缩变形及其水平向渗透系数沿径向分别呈线性和抛物线分布，并考虑井阻作用以及地基附加球应力沿深度任意分布，推导

了随时间线性堆载预压条件下固结微分方程的显式解析解答，分析了涂抹区半径、水平向渗透系数的分布模式、以及体积压

缩系数对地基整体平均固结度的影响。结果表明，涂抹区土体采用均匀折减的水平向渗透系数明显低估了地基的固结速率，

而当涂抹区半径较大时，不考虑涂抹区土体的压缩变形将会高估地基的固结速率。在含竖向排水体地基固结问题的分析中，

这些影响不可忽视。 
关  键  词：竖向排水体；随时间线性加载；涂抹；井阻；超静孔压；固结度 
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Abstract: An explicit analytical solution of the partial differential equations of consolidation by vertical drains is derived to assess 
the effects of compressibility and varying hydraulic conductivities of soils in the smear zone on ground consolidation. Equal 
volumetric strain assumption is adopted. The compressive deformation of soils in the smear zone is considered, together with a linear 
and a parabolic distribution of the horizontal hydraulic conductivity along the radial direction. Well resistance is also considered, 
together with an arbitrarily distributed mean stress increasing along the depth of ground. The solution is derived for the consolidation 
under a linearly time-varied surcharge preloading. The proposed solution is used to analyze the influences of the radius of smear zone, 
the distribution of horizontal hydraulic conductivity and the coefficient of volumetric compressibility of smeared soils on the global 
average degree of consolidation. It is found that the rate of ground consolidation is underestimated by the solution derived by 
applying a uniformly reduced horizontal hydraulic conductivity to the smeared soils. When the radius of smear zone is relatively 
large, the rate of ground consolidation is overestimated by the solution derived without consideration of the compressive deformation 
of the smeared soils. These effects should not be overlooked in the analysis of consolidation by vertical drains. 
Key words: vertical drain; linear loading with time; smear; well resistance; excess pore water pressure; consolidation degree  
 

1  引  言 

图 1 所示的含竖向排水体（砂井或塑料排水板）

地基的轴对称固结问题是土力学中的经典课题之

一。在该类问题求解时，通常都将竖向排水体有效

影响范围内的土体分为涂抹区和未扰动区，以考虑

施工扰动效应对土体固结参数的影响。比较常见的

解答是假定涂抹区土体水平向渗透系数按未扰动区

土体水平向渗透系数折减后为常数而推求得到，雷

国辉等[1]对此类解答进行了总结和分析。Onoue 等[2]

将涂抹区分为完全涂抹区和部分涂抹区，以反映土

体扰动的程度。显然，扰动程度会随着水平距离的
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增加而减弱。为此，国内外学者针对涂抹区水平向

渗透系数沿径向变化的情况，也提出了不同的解  
答[3–11]。 

 
 

图 1  轴对称固结问题示意图 
Fig.1  Sketch of axisymmetric consolidation problem 

 
当未扰动区和涂抹区土体为饱和土体，渗流服

从 Darcy 定律，且其物理参数、水力参数和力学参

数不随固结过程而变化，并假定未扰动区土体为均

质材料、涂抹区土体竖向渗透系数沿深度不变、但

考虑涂抹区水平向渗透系数沿径向变化以反映施工

扰动的程度时，未扰动区和涂抹区土体的径、竖向

固结基本微分方程分别为 
2 2

v vh
s e2 2

w w

1 ,
kk u u u r r r

r r r z t


 
    

        
≤ ≤ （1） 

  2
sh s sv s sv

w s2
w w

1 ,
k r u k ur r r r

r r r z t


 
   

       
≤ ≤ （2） 

式中：r 和 z 分别表示径向和竖向坐标；t 表示时间；

w 为水的重度；rw、re、rs 分别表示竖向排水体半 

径（井径）和其有效影响半径、以及涂抹区半径；u、

v 、kh和 kv分别为未扰动区土体的超静孔压、体积

应变、以及径向和竖向渗透系数；us、 sv 、ksh(r)
和 ksv分别为涂抹区土体的超静孔压、体积应变、径

向和竖向渗透系数。 
考虑井阻作用时竖向排水体与涂抹区边界面孔

压和流量连续性条件的微分方程为 

 
2

s s
sh w w w22 0 ,

u uk r r k r r
r z

            
    （3） 

式中：kw为竖向排水体的渗透系数。 
涂抹区与未扰动区边界面超静孔压和流量连续

性条件的方程分别为 

s s,u u r r                （4） 

  s
h sh s,

uuk k r r r
r r

            
      （5） 

顶面透水、底面不透水或透水、以及外侧面不

透水边界条件分别为 
顶面透水： s 0 , 0u u z           （6） 

底面透水： s 0 ,u u z h           （7） 

底面不透水： s 0 ,
uu z h

z z


  
 

     （8） 

外侧面不透水： e0 ,u r r
r


 


        （9） 

式中：h 为竖向排水体完全打穿所加固地基的深度。 
针对上述轴对称固结问题，为考虑涂抹区土体

水平向渗透系数沿径向的变化，国内外学者假定了

不同的分布模式（如图 2 所示），考虑不同的作用因

素，尝试推求了相应的解析解答[3–11]。表 1、2 分别

列出了现有解答中所求解的固结微分方程和考虑的

因素。 

 
(a) 涂抹区单线性分布         (b) 双线性分布         (c) 均匀及单线性分布       (d) 均匀及双线性分布        (e) 抛物线分布 

 
(f) 涂抹区搭接分布           (g) 全区任意分布        (h) 全区单线性分布         (i) 未扰动区线性分布       (j) 全区双线性分布 

 
图 2  有效加固区内土体水平向渗透系数沿径向变化的分布模式 

Fig.2  Distribution patterns of variations of horizontal permeability of soil in effective consolidating  
zone along radial direction    
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Chai 等[3]、Basu 等[4–5]、以及 Walker 等[6–7]采用

类似于 Hansbo[12]基于整体连续性条件而非微单元

体连续性条件建立的近似求解方法（注：其求解过

程中隐含了应变与深度无关的假设），推求了径向固

结解析解答。其中，Chai 等[3]针对图 2(a)和(b)所示

扰动区土体渗透系数沿径向分布的 2 种线性模式，

推求了相应的瞬时加载条件下的径向固结解析解

答。Basu 等[4–5]分析了待固结土体受到塑料排水板

施工扰动影响的范围、以及涂抹区土体渗透系数变

化方面的物理试验研究成果，总结出涂抹区土体渗

透系数变化的 4 种分段线性分布模式（如图 2(a)～
(d)所示），推求了相应的瞬时加载[4]和线性加载[5]

条件下的径向固结解析解答。Walker 等[6–7]针对扰

动区土体渗透系数沿径向呈图 2(e)所示抛物线变化

的分布模式[6]、以及图 2(a)所示线性分布和(f)所示

存在涂抹区搭接（考虑搭接范围内土体水平向渗透

系数为常数，但假设竖井有效影响区范围内土体的

水平向固结系数为同一常数）的模式[7]，推求了相

应的瞬时加载条件下的径向固结解析解答。不过，

上述解答均为径向固结解答，径、竖向固结的解答

则需要采用 Carrillo 方法[13–14]将其与 Terzaghi 竖向

固结解答进行组合而确定。Chai 等[3]和 Basu 等[4–5]

的解答未考虑井阻作用，而 Walker 与 Indraratna[6–7]

的解答则考虑了井阻作用。 

表 1  现有考虑扰动区水平向渗透系数变化时轴对称固结

解析解答求解的偏微分方程 
Table 1  Partial differential equations in existing analytical 

solutions of axisymmetric consolidation considering 
variable permeability coefficients in disturbed zone 

作者及文献 固结微分方程 

Chai 等[3] 
 

2
w erz rz

v1=
2

ru ur m
r k r r t

       
 

urz为竖向排水体有效影响范围（从 rw～re）内待固结土体
任意点的孔压； rzu 为同一深度 z 处从 rw～re 范围内土体孔
压的平均值；mv1 为单向压缩试验的体积压缩系数 

Basu 

等[4–5]  
2

w erz rz
v1=

2
ru ur m

r k r r t
       

 

Walker 

等[6–7]  
2

w erz rz
v1=

2
ru ur m

r k r r t
       

 

Wang 等[8] 
  vrz rz rz

v1
w w

1 k r ku u ur m
r r r z z t 

               
 

蔡新等[9] 
  vrz rz rz

v1
w w

1 k r ku u ur m
r r r z z t 

               
 

郭彪等[10] 
   vrz rz rz

v1
w w

d1
d
zk r tku u ur m

r r r z z t t


 
                      

 

Lu 等[11] 
   vrz rz rz

v1
w w

,1 zk r z tku u ur m
r r r z z t t


 

                       
 

本文解答 

 2 2
vh

v32 2
w w

,1 p z tkk u u u um
r r r z t t 

                   
 

 sh s s
sv3

w

,( )1 p z tk r u ur m
r r r t t

              
 

u 和 us分别为未扰动区（从 rs～re）和涂抹区（从 rw～rs）
内待固结土体的孔压；u 和 su 分别为同一深度 z 处未扰动
区和涂抹区内土体孔压的平均值 

 

表 2  现有考虑扰动区水平向渗透系数变化时轴对称固结解析解答考虑的因素 
Table 2  Factors being considered in existing analytical solutions of axisymmetric consolidation 

considering variable permeability coefficients in disturbed zone 

固结类型 预压荷载 附加应力沿深度 
作者及文献 

径+竖向固结 径、竖向固结 

涂抹区渗透系数

变化 
井阻作用 

瞬时加载 线性加载 均匀分布 线性分布 任意分布 

Chai[3]   图 2(a)~(b)       

Basu 等[4–5]   图 2(a)~(d)       

Walker 等[6–7]   图 2(a)、(e)~(f)       

Wang 等[8]  O 图 2(g)       

蔡新等[9]  O 图 2(a)、(h)~(j)       

郭彪等[10]  O 图 2(a)       

Lu 等[11]  O 图 2(a)、(e)       

本文解答   图 2(a)、(e)       

注：O 表示针对谢康和[15-16]采用与 Carrillo [13-14]类似但相逆的方法将径向固结微分方程和竖向固结微分方程组合而成的径、竖向固结。 
 

谢康和[15–16]采用与 Carrillo[13]，段宗泽[14]类似

但相逆的方法，运用 rz r z 0/u u u u ， rz r z 0/u u u u ，

其中，u0为初始孔压，将竖向固结微分方程 
2

v z z
v12

w

k u um
z t

 


 
          （10） 

和径向固结微分方程 

  r r
v1

w

1 k r u ur m
r r r t

  
    

       （11） 

进行组合，得到一种近似的径、竖向固结微分方程

（参见表 1 第 5 至 8 行，注意其等式左边第 2 项中

的孔压为平均孔压 rzu ，而非像式（1）和（2）等式

左边第 2 项中所表达的实际孔压 u 和 us；另外，当
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考虑随时间或沿深度变化的加载工况时，式（10）
和式（11）如何改写？以及如何得到表 1 第 7、8
行中的固结微分方程？值得商榷）。Wang 等[8]、蔡

新等[9]、郭彪等[10]、以及 Lu 等[11]针对这类径、竖

向固结微分方程，推求了解析解答。其中，Wang
等[8]考虑整个竖向排水体有效影响区范围内水平向

渗透系数沿径向任意分布（如图 2(g)所示）、井阻作

用、以及沿深度均匀分布的瞬时荷载作用，建立了

一种推求径、竖向固结解答的求解方法，但未给出

渗透系数沿径向变化的具体分布模式下的显式解

答。蔡新等[9]考虑渗透系数沿径向分布的 4 种分布

模式（如图 2(a)、(h)～(j)所示）、井阻作用、以及初

始孔压沿深度均匀分布、正三角形、倒三角形、以

及梯形分布模式，推求了瞬时荷载作用下的径、竖

向固结解析解答。郭彪等[10]考虑扰动区土体渗透系

数沿径向线性分布的模式（如图 2(a)所示）、井阻作

用、以及地基附加应力沿深度均匀分布模式，推求

了随时间任意变化荷载作用下的径、竖向固结解答。

Lu 等[11]考虑渗透系数沿径向分布的线性和抛物线

分布模式（如图 2(a)和(e)所示）、井阻作用、以及地

基附加应力沿深度均匀分布、正三角形、倒三角形、

以及梯形分布模式，推求了多级线性加载作用下的

径、竖向固结解析解答。 
前述文献[3-7]基于 Carrillo 方法的径、竖向组合

固结的解答对于地基附加应力沿深度均匀分布的瞬

时加载工况是适用的[13–14]，而对于随时间和沿深度

变化的加载工况，固结微分方程是非齐次的，基于

Carrillo 方法得到的计算结果虽误差不算太大[17–18]，

但在理论上却并不适用[15, 17–20]。与此类似，对于随

时间和沿深度变化的加载工况，文献[8-11]基于谢

康和[15–16]提出的近似径、竖向固结微分方程的解

答，在理论上也是欠完备的。 
此外，现有的解析解都习惯性地将竖向应变取

代式（1）、（2）中等式右边的体积应变，采用竖向

应力 z 和单向压缩试验的体积压缩系数mv1进行固

结计算，而实际上，对于轴对称固结问题，采用球

应力 p 和三维体积压缩系数 
 

v3 v1

3 1
1

m m







            （12） 

计算体积应变（ 为排水条件下的泊松比），无论

是在理论上还是在计算精度上都将更合理[14,19–20]。

这是因为，三维体积压缩系数 mv3 和一维体积压缩

系数 mv1之间的关系类似于弹性模量 E 和单向压缩

模量 Es之间的关系，mv3和 E 均为材料的本征参数，

而 mv1和 Es却是人为特定的侧向边界受到约束条件

下导出的参数。应用 mv3时，球应力 p 沿深度的变

化可以采用地基附加应力的计算公式确定。 
针对严格的径、竖向同时固结微分方程，

Leo[21]、雷国辉等[22]分别推求了沿深度均匀分布和

任意分布的瞬时荷载以及随时间线性变化荷载作用

下的径、竖向同时固结等竖向应变解答，考虑了涂

抹和井阻作用，但均未考虑涂抹区土体的压缩和竖

向渗流（即，式（2）中等式右边等于 0 且 ksv = 0）。
最近，雷国辉等[1]考虑了涂抹区土体的压缩和竖向

渗流，推求了线性加载条件下的径、竖向同时固结

的等体积应变解答。但这些解答均是在假定涂抹区

土体水平向渗透系数按未扰动区土体水平向渗透系

数折减后为常数而推求得到。为此，本文在这些解

答的基础之上，进一步综合考虑涂抹区土体水平向

渗透系数沿径向变化、井阻作用和涂抹区土体的压

缩，推求得到了对应于如图 2(a)、(e)的变化模式以

及沿深度任意分布的线性加载条件下的径、竖向同

时固结的解答，并分析了涂抹区水平向渗透系数的

分布模式对固结的影响。 

2  解答的推导过程 

2.1  未扰动区土体固结微分方程解答 
采用等体积应变假设，未扰动区土体的径、竖

向固结微分方程为 

     

   

2 2
vh

2 2
w w

v3 s e

, , , , , ,1

, ,

u r z t u r z t u r z tkk
r r r z

p z t u z t
m r r r

t t

 
   

   
   
  

    
≤ ≤，

（13） 

式中：p 为堆载引起的地基附加球应力；mv3为未扰

动区土体的三维体积压缩系数；u 为未扰动区土体

在同一深度的孔压平均值。 
为得到式（13）的解答，且同时满足顶面和底

面的透水边界条件即式（6）～（8），采用 Fourier 正
弦级数表示为 

   
1

, , , sinn n
n

u r z t u r t z




      （14） 

   
1

, sinn n
n

u z t u t z




       （15） 

式中： ( , )nu r t 、 ( )nu t 为相应的 Fourier 系数；

[(2 1)π] /( )n n Dh   ，对于顶面透水、底面不透水

边界，D = 2，对于顶面和底面均为透水边界，D = 1。 
考虑线性加载工况，则堆载引起的地基附加球

应力可表示为 

  0
10 0

, 1 sinn n
n

t tp z t H t t p z
t t






  
     
   

 （16） 
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式中：pn为相应的 Fourier 系数，t0为线性加载的历

时，H 为阶跃函数可表示为 

 
 

0
0

0

0, 0
1, 0

t t
H t t

t t
      ≥

       （17） 

将式（14）～（16）代入式（13）并化简可得 
     

 

2
2vh

2
w w

0
v3

0

, ,1 ,

1

n n
n n

n
n

u r t u r t kk u r t
r r r

H t t u t
m p

t t


 

  
   

  
   

   

（18） 

采用分离变量法，令 
     ,n n nu r t A r B t          （19） 

将式（19）代入式（18）得 
     

 
 

2
2vh

2
w w

0v3

0

1

1

n n
n n

n
n n

n

A r A r kk A r
r r r

H t t u tm p
B t t t


 



  
   

  
   

     

（20） 

式中左边等式两端分别为 r 和 t 的偏微分。若该等

式成立， n 必然为常数。 
式（20）左边等式的解答为 

     1 0 2 0n n n n n n nA r c I r c K r         （21） 

式中：I0 和 K0 分别为零阶第 1 类和第 2 类虚宗量

Bessel 函数； 2
w v/( )n nk   ； 2 2

v h/n nk k  ； 1nc 和

2nc 为待定积分常数。 
由式（14）和（19）可得式（13）中任一深度

的平均孔压为 

     

     

e

s

e

s

2 2
e s

2 2
1e s

1, , , 2π d
π

1 2π d sin
π

r

r

r

n n nr
n

u z t u r z t r r
r r

A r r r B t z
r r






 


 
  



 
 （22） 

根据式（15）、（22）可得 

   
   e

s2 2
e s

2π d
π

rn
n nr

B t
u t A r r r

r r


        （23） 

将式（21）代入式（23）并化简可得 

   n n n nu t B t               （24） 

其中 

   
    

   

1 e 1 e s 1 s

2 e 1 e s 1 s

2 2
e s

2

2

n n n n n n n

n n n n n

n n

c r I r r I r

c r K r r K r

r r

     

   

 

     

  

  

 （25） 

式中：I1 和 K1 分别为一阶第 1 类和第 2 类虚宗量

Bessel 函数。 

将式（24）代入式（20）右边等式可得 
   0

v3
0

1 n
n n n n n

H t t B t
m p B t

t t
  

   
   

 （26） 

式（26）的解为 

 h8 0
v3

0

11( ) e nT v
n n n

n

H t t
B t a m p

t
  

  
 

 （27） 

式中：an为待定积分常数； 2
h h v3 w e/( ) /(4 )T k t m r 为

无量纲时间因素；  2
e2 / /n n n nv r   。 

2.2  涂抹区土体固结微分方程解答 
针对涂抹区土体的固结微分方程式（2），本文

尝试推求其解答，但告失败。雷国辉等[1]考虑涂抹

区水平向渗透系数为常数得到了式（2）的解答，计

算结果表明，涂抹区土体竖向渗透系数 ksv对于地基

固结的影响几乎可以忽略不计。因此，本文忽略涂

抹区土体的竖向渗流，推求得到了其解答。采用等

体积应变假设，不考虑涂抹区土体竖向渗流，且令 
   sh h w s,k r k f r r r r ≤ ≤       （28） 

则其固结微分方程为 
   

   

h s

w

s
sv3 w s

, ,1

, ,
,

k f r u r z t
r

r r r

p z t u z t
m r r r

t t


 

   
  

    
≤ ≤

 （29） 

式中：f(r)为涂抹区土体水平向渗透系数沿径向的分

布函数；msv3为涂抹区土体的三维体积压缩系数； su
为涂抹区土体在同一深度的孔压平均值。 

为得到式（29）的解答，且同时满足顶面和底

面的透水边界条件即式（6）～（8），采用 Fourier 正
弦级数表示 

   s s
1

, , , sinn n
n

u r z t u r t z




      （30） 

   s s
1

, sinn n
n

u z t u t z




        （31） 

式中：  s ,nu r t 、  snu t 为相应的 Fourier 系数。 
采用分离变量法，令 

     s s s,n n nu r t A r B t        （32） 

参照未扰动区土体固结微分方程的推导过程式

（20）～（27），可以得到式（32）的解答为 

     s w
s 0 3 0 4

h2
n

n n nA r A r c B r c
k

 
       （33） 

   sh s8 0
s s sv3

s 0

11 nT v
n n n

n

H t t
B t a e m p

t
  

  
 

（34） 

其中： 

       w w
0 0

1d , d
r r

r r
A r B r

f f


 
  

    （35） 
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式中： sn 为常数； 3nc 、 4nc 和 asn 为待定积分常数，
2

sh sh sv3 w s/( ) /(4 )T k t m r 为 无 量 纲 时 间 因 素 ；
2

s s sh s w2 /( )n nv k r  ，其中， 

     s

w

w
s 0 3 0 42 2

h s w

d
r

n n nr
A r c B r c r r

k r r





    
 （36） 

2.3  解答中待定系数的求解 
2.3.1  初始条件 

设任意深度的初始平均孔压为 p0，则 

     e

s
02 2

e s

1, 0 , , 0 2π d
π

r

r
u z t u r z t r r p

r r
   

  （37） 

     s

w
s s 02 2

s w

1, 0 , , 0 2π d
π

r

r
u z t u r z t r r p

r r
   

  （38） 

取 t=0，将式（21）和（27）代入式（19）、（14）
再代入式（37），将式（33）、（34）代入式（32）、
（30）再代入式（38），化简后可得 

0
v3

0

n n
n

n

p pa m
t

              （39） 

0
s sv3

s 0

n n
n

n

p pa m
t

              （40） 

式中：pn0为初始平均孔压 p0按深度 z 的 Fourier 系
数。 

为保证任意时刻未扰动区和涂抹区土体边界面

超静孔压的连续性条件，时间函数应为同一函数，

即 
   sn nB t B t            （41） 

将式（27）、（34）代入式（40）可得 

s s

n n

n n

a
a




                （42） 

v3

s sv3

n

n

m
m




               （43） 

根据线性加载阶段(t≤t0)初始平均孔压 p0 = 0，
则 pn0 = 0，由式（39）可得 

v3
0

n
n

pa m
t

              （44） 

因此，线性加载阶段(t≤t0)的时间函数式（27）为 

 h8v3
0

0

( ) 1 e nT vn
n

n

m pB t t
t

   ≤      （45） 

而恒载阶段(t≥t0)的时间函数式（27）为 

 h8
0

1( ) e nT v
n n

n

B t t a


≥          （46） 

根据 t0时刻孔压连续条件，时间函数在 t0时刻也应

保持连续，因此，由式（45）、（46）可得恒载阶段

（t≥t0）情况下 

 h08
v3

0

1 e nT vn
n

pa m
t

               （47） 

式中： 2
h0 h 0 v3 w e/( ) /(4 )T k t m r 为 t0时刻的无量纲时

间因素。 
对于任意时刻 t，根据式（44）、（47），可以将

未扰动区土体固结的时间函数式（27）统一表示为 

   h h0 h h0 h8 8v3

0

( ) e en nT T v H T T T vn
n

n

m pB t
t

        （48） 

2.3.2  考虑井阻的竖向排水体与涂抹区边界条件 
将式（33）、（34）依次代入式（32）、（30）、（3），

化简后可得 

      

w

h w 0 0
4 32

w w

2
n n

n r r

k f r A r B r
c c

r rr k 


  
    

    （49） 

2.3.3 未扰动区与涂抹区边界条件 
将式（21）、（27）代入式（19）、（14），将式（33）、

（34）代入式（32）、（30），再分别代入式（4）、（5），
考虑式（41）化简后可得 

   

   

1 0 s 2 0 s

s w
0 s 3 0 s 4

h2

n n n n n n

n
n n

c I r c K r

A r c B r c
k

   

 

    


   
   （50） 

     

   

s

h v3
1 1 s 2 1 s

s w sv3

0 0
3

2 n
n n n n

n

r r

k m c I r c K r
f r m

A r B r
c

r r


 






   

  
   

  （51） 

2.3.4 涂抹土体水平向渗透系数沿径向变化模式 
考虑涂抹区土体水平向渗透系数沿径向呈图

2(a)、(e)所示的线性和抛物线分布模式，则对于线

性分布模式，式（28）中的 f(r)可表示为 

   w

s w

1
r rf r
r r

 


  


          （52） 

对于抛物线分布模式[6]， 

 
w w

( ) 1 r rf r a bs b a bs b
r r


  

       
  

 （53） 

式中：为 r=rw 处水平向渗透系数相对于未扰动区 
土体水平向渗透系数的折减系数；a = (1–)–1/2；b = 
(s–1)–1；s = rs/rw。 

将式（52）、（53）分别代入式（35）则可求出

其对 r 的微分。将其代入式（49）可得 

 2h
4 w 32 2

w w

2
n n

n

kc r c
r k

         （54） 

将其代入式（51）可得 

    2h s v3
3 1 1 s 2 1 s s

w sv3

2 n
n n n n n

k r mc c I r c K r r
m


 




      

（55） 
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将式（54）、（55）代入式（50）化简可得 
1 2 0n n n nc c                 （56） 

其中 

   0 s 1 sn n n nI r I r               （57） 

   0 s 1 sn n n nK r K r               （58） 

对于涂抹区土体水平向渗透系数沿径向呈如图 2(a)
所示的线性分布模式为 

 

  
 

22
s wv sv3

h v3

s w s w 2h
s2 2

w

1
2 1

2ln
1

n
n

n
n

r rk m
k m

r r r r k r
k







 



      
 

    
 

  （59） 

n n s nr                   （60） 

  h
2 2

w w

21 ln
1n

n

ks s
s r k

 
 
  


       （61） 

对于涂抹区土体水平向渗透系数沿径向呈如图 2(e)
所示的抛物线分布模式为 

 

 

2
v sv3

h v3

2h
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w

1 ln
2 1

2ln
1

n
n

n
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k m a

kaa bs r
a k







       
    

  （62） 

sn n nr                   （63） 

 
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h
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w w

1ln ln
2 1

2ln
1

n

n
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

       
  

 （64） 

2.3.5 外侧面不透水边界条件 
将式（21）、（27）依次代入式（19）、（14）、（9），

化简后可得 

1 1 e 2 1 e( ) ( ) 0n n n nc I r c K r            （65） 

联立式（56）、（65）可解得 
1 e

1
( )n

n
n

K rc 



            （66） 

1 e
2

( )n
n

n

I rc 



             （67） 

其中 
1 e 1 e( ) ( )n n n n nK r I r              （68） 

至此，固结微分方程解答中的待定系数 1nc 、

2nc 、 3nc 和 4nc 均已求出，分别为式（66）、（67）、
（55）和（54）。 
2.4  超静孔隙水压力解答 

将式（48）、（21）依次代入式（19）、（14），可

以得到未扰动区土体的超静孔隙水压力为 

     

   h h0 h h0 h

v3
1 0 2 0

1 0

8 8
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T T v H T T T v
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m pu r z t c I r c K r
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 
       

 
  



                                       （69） 
考虑式（41）、（43），将式（48）、（33）依次代

入式（32）、（30），可以得到涂抹区土体的超静孔隙

水压力为 

     
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1 0 h
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  
  


  

（70） 
2.5  地基整体平均超静孔隙水压力 

将式（69）、（70）对径向和竖向积分并除以体

积，可以得到竖向排水体影响区域内地基的整体平

均超静孔隙水压力为 
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（71） 
将式（52）、（53）分别代入式（35），并依次代

入式（70）以及式（71）中第 1 个等式的右边，可

以得到 n 和 sn 为 
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（72） 
对于涂抹区土体水平向渗透系数沿径向呈如图 2(a)
所示的线性分布模式， 
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                                       （73） 
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其中： 
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                                       （74） 
对于涂抹区土体水平向渗透系数沿径向呈如图 2(e)
所示的抛物线分布模式， 
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                                       （75） 
其中： 

   
2

2w
1 2

1 2 ln
2 1

r aa a bs a bs
ab

          
（76） 
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1 2 ln
2 1

r aa a bs a bs
ab

         
（77） 

2.6  地基整体平均固结度 
地基的整体平均固结度可以根据超静孔隙水压

力的消散定义为 

0 0
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0 00 0
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h h

h h

p z t z u z t z
h hU T
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 
   （78） 

将式（16）代入式（78）并考虑式（71）可得 
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  
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    

（79） 

考虑地基附加球应力沿深度任意分布，将地基

附加球应力表示为如下的一般形式： 

   2
0 a b c

0 0

, 1t tp z t H t t p z p z p
t t
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（80） 

则式（79）中 
2a b

0 c0

1 ( , )d
3 2

h p pp z t z h h p
h

       （81） 

式中：pa、pb和 pc为描述地基附加球应力分布的系

数。由（16）可得 

 2
a b c0

2 sin d
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n np p z p z p z z
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      （82） 

双面排水即 D = 1 时， 
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      （83） 

单面排水即 D = 2 时， 
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                                       （84） 
将式（81）代入式（79），将式（83）、（84）依

次代入式（71）、（79），则可以得到线性加载工况任

意分布的地基附加球应力下地基的整体平均固结度。 

3  计算结果分析 

利用所提出的解答，本文对地基固结的一些影

响因素进行了计算分析，基本计算参数为：h = 15 m，

D = 2，rw = 35 mm，re = 0.7 m，pa = 0，pc = 100 kPa，
pb = −pc/(2h)（即，由式（80）可知，地基附加球应

力沿深度假设为线性分布，顶部为 100 kPa，底部为

50 kPa），t0 = 0.5 a，kw = 2×10-5 m/s，kh = 2×10-9 m/s，
kv = 1×10-9 m/s，mv3 = 10-3 kPa-1，msv3/mv3 = 1。雷国

辉等[1, 22]分析了地基附加应力分布、线性加载速率、

井阻作用、以及泊松比效应对固结速率的影响，本

文则利用上节所推导的解答，与现有等竖向应变解

答的分析类似，考虑侧向变形受到约束，取 0.5   ，

进一步分析涂抹区渗透系数的变化模式对固结速率

的影响。根据 Basu 等[5, 23]对涂抹区半径和水平向渗

透系数变化的试验研究的统计分析，取与式（28）
对应的式（52）、（53）中的 = 0.2，并分别令涂抹

比 s = rs/rw = 4 和 10，以及 msv3/mv3 = 0 和 0.5，进行

了计算分析。 
图 3、4 为涂抹比分别为 4 和 10 的情况下涂抹

区水平向渗透系数沿径向分布的变化模式对固结速

率的影响。为消除不同计算参数情况下无量纲化时

间因素 Th的不同对计算结果可比性的影响[24]，横坐

标均采用实际时间 t 表示。图中涂抹区水平向渗透

系数沿径向均匀分布的结果系采用雷国辉等[1]的公

式计算得到。显然，其计算结果明显低估了地基土

体的固结速率。图 2(e)所示抛物线分布的计算结果

与图 2(a)所示线性分布的计算结果则相差不大。分

布模式对地基固结速率的影响主要取决于涂抹区内

土体的整体渗透系数的大小，整体渗透系数越大，

则固结速率越快，比如，图中抛物线分布对应的地

基固结速率就比线性分布对应的地基固结速率快。 
与现有的解答相比，本文的解答考虑了涂抹区

的土体的体积压缩系数 msv3，如表 1 所示。这为评

估其对地基固结的影响奠定了基础。图 5-6 为采用
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图 2(a)所示涂抹区水平向渗透系数沿径向线性分布

的模式，在涂抹比分别为 4 和 10 的情况下，得到的

涂抹区体积压缩系数对固结速率影响的计算结果。

可以看出，当涂抹区半径不大时，涂抹区体积压缩

系数对地基固结的影响并不明显。而当扰动区半径

较大时，涂抹区土体的体积压缩系数对地基固结的

影响不宜忽略，不考虑其影响即 msv3/mv3 = 0 将会高

估地基的固结速率。 
 

 
图 3  涂抹区水平向渗透系数变化对固结的影响（s = 4） 

Fig.3  Effects of distribution pattern of horizontal 
permeability of smeared soil on consolidation (s = 4) 

 

 
图 4  涂抹区水平向渗透系数变化对固结的影响（s = 10） 

Fig.4  Effects of distribution pattern of horizontal 
permeability of smeared soil on consolidation (s = 10) 

 

 
图 5  涂抹区体积压缩系数对固结的影响（s = 4） 

Fig.5  Effects of volumetric compressibility coefficient of 
smeared soil on consolidation (s = 4) 

 
图 6  涂抹区体积压缩系数对固结的影响（s = 10） 

Fig.6  Effects of volumetric compressibility coefficient of 
smeared soil on consolidation (s = 10) 

 

4  结  论 

（1）涂抹区土体水平向渗透系数沿径向分布模

式对地基固结的影响主要取决于涂抹区内土体整体

水平向渗透系数的大小，整体水平向渗透系数越大，

固结速率越快。将涂抹区土体水平向渗透系数假设

为均匀分布得到的计算结果明显低估了地基的固结

速率。 
（2）线性分布和抛物线分布得到的计算结果相

差不大。 
（3）不考虑涂抹区土体的压缩会高估地基的固

结速率，当涂抹区半径较大时，需要考虑涂抹区土

体的压缩对地基固结的影响。涂抹区土体的压缩性

越高，地基固结越慢。 
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